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(Gauche) Aube de turbine mobile [Degeilh, 2013] 
(Droite) Modes de chargement rencontrés sur les 

aubes de turbine fixes [Delcourt, 2016]
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Plan de la présentation

Site de Safran PFX, plateforme de recherche sur 
les aubes du futur (Gennevilliers) [Safran, 2019]



Safran PFX (Projet de Fonderie eXpérimentale)

➢ Plateforme de recherche sur les aubes de turbine avancées des moteurs Safran Aircraft Engines et Helicopter Engines

Contexte industriel
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Safran PFX (Projet de Fonderie eXpérimentale)

➢ Plateforme de recherche sur les aubes de turbine avancées des moteurs Safran Aircraft Engines et Helicopter Engines
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Amélioration de la robustesse de la prise de 
décision par automatisation de la chaîne

Contrôle des pièces par tomographie aux rayons X 
illustrant un défaut de désaxage du noyau

Tomographie 
aux rayons X
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Contexte industriel

Mesurer d’écarts géométriques entre:

- la pièce de référence (maillage CAO)

- une série de pièces réelles (maillages de 

tomographie)

Déformation de maillages

Automatisation de la sanction de dérogation des pièces de fonderie en superalliage monocristallin

Bloc N - Projet DMS

Variations géométriques induites par l’élaboration des pièces, identifiées 

par une technique de déformation de maillages

Bloc N-1

…

Bloc N+1

…

Maillage CAO Maillage Tomo

Superposition des maillages générés 
à partir de la tomographie aux 
rayons X (bleu) et de la CAO (rouge)
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Contexte industriel

Objectifs :

➢ Implémenter l’algorithme de déformation de maillages entre CAO et Tomo

➢ Identifier et catégoriser des types de variations géométriques

➢ Illustrer l’impact des variations géométriques sur le calcul de durée de vie

Automatisation de la sanction de dérogation des pièces de fonderie en superalliage monocristallin

Bloc N - Projet DMS

Variations géométriques induites par l’élaboration des pièces, identifiées 

par une technique de déformation de maillages

Bloc N-1

…

Bloc N+1

…

Maillage CAO Maillage Tomo
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Plan de la présentation



2 familles d’algorithme de déformation de maillages

➢ Méthode 1 : Déplacement connu

Interpolation du déplacement par Radial Basis 

Function (RBF)

Maillage initial
Source

Maillage final
Target

Transformation géométrique

Déformation de maillages – Algorithmes 

Synthèse bibliographique
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2 familles d’algorithme de déformation de maillages

➢ Méthode 2 : Déplacement inconnu

Utilisation du spectre (modes) des maillages

= Algorithme du Laplacian Eigenmaps

➢ Méthode 1 : Déplacement connu

Interpolation du déplacement par Radial Basis 

Function (RBF)

Maillage initial
Source

Maillage final
Target

Transformation géométrique

Déformation de maillages – Algorithmes 

Synthèse bibliographique
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Analyse spectrale de géométries



Déformation de maillages – Analyse spectrale de géométries « Shape-DNA » [Reuter, 2006]

Synthèse bibliographique

11

Analyse spectrale 
de géométries
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Déformation de maillages – Analyse spectrale de géométries « Shape-DNA » [Reuter, 2006]

Synthèse bibliographique
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Reconstruction de géométrie par 
considération d’un nombre

croissant de modes [Levy, 2006]

Analyse spectrale 
de géométries

Compression d’informations 
[Levy, 2006]



Utilisation de modes pour segmenter
une géométrie [Reuter, 2013]

Déformation de maillages – Analyse spectrale de géométries « Shape-DNA » [Reuter, 2006]

Synthèse bibliographique
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Analyse spectrale 
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Segmentation de 
géométrie [Reuter, 2013]

Compression d’informations 
[Levy, 2006]

Reconstruction de géométrie par 
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croissant de modes [Levy, 2006]



Utilisation de modes pour segmenter
une géométrie [Reuter, 2013]

Déformation de maillages – Analyse spectrale de géométries « Shape-DNA » [Reuter, 2006]
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Analyse spectrale 
de géométries

Segmentation de 
géométrie [Reuter, 2013]

Compression d’informations 
[Levy, 2006]

Reconnaissance de formes 
[Zhang et al., 2010]

Reconstruction de géométrie par 
considération d’un nombre

croissant de modes [Levy, 2006]

Reconnaissance de formes par projection de 
modes (Eigenmaps) [Zhang et al., 2010]



Utilisation de modes pour segmenter
une géométrie [Reuter, 2013]

Déformation de maillages – Analyse spectrale de géométries « Shape-DNA » [Reuter, 2006]
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Analyse spectrale 
de géométries

Segmentation de 
géométrie [Reuter, 2013]

Compression d’informations 
[Levy, 2006]

Reconnaissance de formes 
[Zhang et al., 2010]

Transfert de pose 
[Levy, 2006]

Reconstruction de géométrie par 
considération d’un nombre

croissant de modes [Levy, 2006]

Reconnaissance de formes par projection de 
modes (Eigenmaps) [Zhang et al., 2010]

Transfert de pose entre par combinaison des modes d’une

géométrie (A) Source et (B) Target et (C) la déformée [Levy, 2006]
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Reconnaissance de formes par projection de 
modes (Eigenmaps) [Zhang et al., 2010]

Transfert de pose entre par combinaison des modes d’une

géométrie (A) Source et (B) Target et (C) la déformée [Levy, 2006]

Analyse spectrale 
de géométries

Segmentation de 
géométrie [Reuter, 2013]

Déformation de 
maillages

Transfert de pose 
[Levy, 2006]

Compression d’informations 
[Levy, 2006]

Reconnaissance de formes 
[Zhang et al., 2010]

Reconstruction de géométrie par 
considération d’un nombre

croissant de modes [Levy, 2006]

Utilisation de modes pour segmenter
une géométrie [Reuter, 2013]

Déformation de maillages – Analyse spectrale de géométries « Shape-DNA » [Reuter, 2006]



Déformation de maillages – Méthode à déplacement inconnu

➢ Utilisation du spectre (modes) des maillages

Synthèse bibliographique
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Construction du Laplacien du graphe par pondération
uniforme [Shontz et al, 2011]

➢ Laplacien (Représentation matricielle du graphe du maillage) : Connectivité

➢ Problème aux valeurs propres : Trouver les (𝝀𝒊, 𝝋𝒊)𝑖=1→𝑛 tel que : 𝑳𝝋𝒊 = 𝝀𝒊𝝋𝒊

➢ Projection de chaque vecteur propre, 𝜑𝑖, sur le maillage:

𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑚,

Information globale

𝜑11, 𝜑12 , … , 𝜑𝑛

Information locale

(𝝋𝒊)𝑖=1→𝑛

Modes 1 et 2

Projection de modes sur le maillage (Eigenmaps) 
[Zhang et al., 2010] 

Modes 11 et 12

Construction du 
Laplacien du graphe

Résolution du 
problème aux 

valeurs propres du 
Laplacien

Projection des 
modes propres sur 

le maillage
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Plan de la présentation

(Gauche) Aube de turbine mobile [Degeilh, 2013] 
(Droite) Modes de chargement rencontrés sur les 

aubes de turbine fixes [Delcourt, 2016]



Etude des variations géométriques induites par la fabrication identifiées par déformation de maillages

➢Méthode 2 : Déplacement inconnu – Algorithme du Laplacian Eigenmaps

Résultats
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Maillage Tomo ≈ Combinaison linéaire de modes 

géométriques du maillage CAO

Maillage CAO

Source

Maillage Tomo

Target

1. Calcul des modes géométriques du maillage CAO (Eigenmaps)

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatifs de la géométrie CAO

3. Projection du maillage Tomo dans cet espace modal

4. Identification des modes activés par la fabrication



Résultats
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Laplacian_eigenmaps

Eigenmaps 
CAO

Géométrie 
CAO



1. Calcul des modes géométriques du maillage CAO (Eigenmaps)

Résultats
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Maillage CAO

5576 noeuds

Laplacian_eigenmaps Eigenmaps CAO

Construction du 
Laplacien du graphe

Résolution du 
problème aux 

valeurs propres du 
Laplacien

Projection des 
modes propres sur 

le maillage

𝑳𝝋𝒊 = 𝝀𝒊𝝋𝒊𝑳 𝝋𝒊 =
𝝓𝟏
𝒊

⋮
𝝓𝟓𝟓𝟕𝟔
𝒊

Géométrie CAO



1. Calcul des modes géométriques du maillage CAO (Eigenmaps)

Résultats
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Mode 2 Mode 8 Mode 37 Mode 3700

Laplacian_eigenmapsGéométrie CAO Eigenmaps CAO

Maillage CAO

5576 noeuds
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Laplacian_eigenmaps

Eigenmaps 
CAO

Geom_reconstruct

Coordonnées CAO 
approximées

Géométrie 
CAO



Geom_reconstructEigenmaps CAO
Coordonnées CAO 
approximées

Résultats

Mines ParisTech - COPIL BIGMECA - 15/04/2021 24

Maillage CAO

5576 noeuds4 modes

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatifs de la géométrie CAO



Geom_reconstructEigenmaps CAO
Coordonnées CAO 
approximées

Résultats

Mines ParisTech - COPIL BIGMECA - 15/04/2021 25

Maillage CAO

5576 noeuds8 modes4 modes

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatifs de la géométrie CAO



Geom_reconstructEigenmaps CAO
Coordonnées CAO 
approximées

Résultats
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Maillage CAO

5576 noeuds8 modes 10 modes4 modes

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatifs de la géométrie CAO



Geom_reconstructEigenmaps CAO
Coordonnées CAO 
approximées

Résultats
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Maillage CAO

5576 noeuds8 modes 10 modes4 modes 1000 modes

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatifs de la géométrie CAO
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Laplacian_eigenmaps

Eigenmaps 
CAO

Geom_reconstruct

Coordonnées CAO 
approximées

Erreur_reconstruction

Coordonnées 
CAO réelles

Erreur de reconstruction

Nombre de modes qui 
vérifie un critère d’erreur

Choix d’un critère

Géométrie 
CAO
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Erreur_reconstruction
Coordonnées CAO 

réelles et approximées
Erreur de reconstruction 
par mode

Maillage CAO

5576 noeuds

8 modes

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatif de la géométrie CAO

Reconstruction complète avec n = nombre de noeuds

Distance

Moyenne ෩𝒅

Maximale (Haussdorff) 𝒅𝒎𝒂𝒙

Maximale statistique ෩𝒅 + 𝟑 ∗ 𝝈

➢ Erreur induite par différence de coordonnées entre position réelle et approximée

➢ Critère de convergence : taille moyenne d’éléments (0.05 𝑚𝑚)

➢ Pour chaque mode, erreur commise =



Résultats
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Reconstruction complète avec n = nombre de noeuds

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatif de la géométrie CAO

Distance Peau externe

Moyenne ෩𝒅 430

Maximale (Haussdorff) 𝒅𝒎𝒂𝒙 5529

Maximale statistique ෩𝒅 + 𝟑 ∗ 𝝈 3184

Erreur commise sur la reconstruction de la peau extérieure en 
fonction du nombre de modes employés

430 modes 3184 modes

5529 modes

➢ Erreur induite par différence de coordonnées entre position réelle et approximée

➢ Critère de convergence : taille moyenne d’éléments (0.05 𝑚𝑚)

➢ Pour chaque mode, erreur commise =

Erreur_reconstruction
Coordonnées CAO 

réelles et approximées
Erreur de reconstruction 
par mode
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Laplacian_eigenmaps

Eigenmaps 
CAO

Geom_reconstruct

Coordonnées CAO 
approximées

Erreur_reconstruction
Nombre de modes qui 

vérifie un critère d’erreur

Gradient
Eigenmaps CAO

Longueur des arêtes

Coordonnées 
CAO réelles

Longueur caractéristique 
de chaque mode

Erreur de reconstruction

Choix d’un critère

Géométrie 
CAO



Résultats

Mines ParisTech - COPIL BIGMECA - 15/04/2021 32

Gradient
Eigenmaps CAO

Longueur des arêtes CAO
Longueur caractéristique 
de chaque mode

𝐺𝑖
𝑛 =

𝜙𝑖
𝑛 − 𝜙𝑗

𝑛

𝑙𝑖𝑗
• Avec :

• 𝜙𝑖
𝑛et 𝜙𝑗

𝑛 : les coefficients du mode 𝑛 associés aux nœuds 𝑖 et 𝑗

• 𝑙𝑖𝑗 : la longueur de l’arête entre les nœuds 𝑖 et 𝑗

• Longueur caractéristique du mode 𝒏 :

𝑙𝑐
𝑛 =

𝜙𝑛

𝐺𝑛

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatif de la géométrie CAO

Evolution de la longueur caractéristique des modes

64 modes

258 modes
1186 modes
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Plan de la présentation

(Gauche) Aube de turbine mobile [Degeilh, 2013] 
(Droite) Modes de chargement rencontrés sur les 

aubes de turbine fixes [Delcourt, 2016]



Options envisagées pour la déformation de maillages

➢Méthode 2 : Déplacement inconnu – Algorithme du Laplacian Eigenmaps

Prochaines étapes
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Maillage Tomo ≈ Combinaison linéaire de modes 

géométriques du maillage CAO

1. Calcul des modes géométriques du maillage CAO (Eigenmaps)

2. Sélection du nombre de modes, 𝑛, représentatif de la géométrie CAO

• Choix du critère

3. Projection du maillage Tomo dans cet espace modal

• Génération des maillages de tomographie (VG Studio Max)

4. Identification des modes activés par la fabrication

Maillage CAO

Source

Maillage Tomo

Target



Utilisation de VG Studio Max pour la génération de maillages de tomographie

• Reconstruction 3D à partir de projections (2D)

• Segmentation : procédé d’identification de la frontière entre BACKGROUND et MATERIAL

• Génération des maillages des pièces (jumeau numérique)

Prochaines étapes

Mines ParisTech - COPIL BIGMECA - 15/04/2021 35

background

material

material

background

initialisation
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Annexe – Matériau – Générations
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Annexe – Matériau – Composition



Superalliages monocristallins à base de nickel : alliages à applications « haute température » ~ 1100°C
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Annexe – Matériau – Comportement 

Classement des systèmes de glissement typique d’une structure CFC
et illustration [Kaminski, 2007]

Modélisation :

Déformation totale Partie inélastique Ecrouissage



Superalliages monocristallins à base de nickel

➢ Loi de comportement élastique cubique:
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Annexe – Matériau – Comportement 

𝐶 =

𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟐
𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐

𝑪𝟏𝟏

𝟎

𝑆𝑦𝑚.
𝑪𝟒𝟒

𝑪𝟒𝟒
𝑪𝟒𝟒

Evolution des termes du tenseur de rigidité avec la 
température pour le CMSX-4 [Tinga et al., 2009] 

Evolution du module d’élasticité à 0,5% selon < 001 > en fonction de la température
et comparaison avec des superalliages de génération précédente à 0,2% [Reed, 2008]

➢ Comportement mécanique:
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Annexe – Géométrie aubes turbine



Déformation de maillages – Méthode à déplacement connu

➢ Interpolation du déplacement par Radial Basis Function (RBF)

➢ Conditions d’application : Identification des nœuds:

➢ Frontières, à déplacement connu entre les maillages Source et Target

➢ Intérieurs, à déplacement inconnu

➢ Déplacement d’un nœud intérieur défini par sa distance aux nœuds frontières

Synthèse bibliographique
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Déformation de maillage par utilisation de RBF 
[Henneron et al., 2019]Exemples de RBF et approximation du déplacement [Henneron et al., 2019]


