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(Gauche) Aube de turbine mobile [Degeilh, 2013] 
(Droite) Modes de chargement rencontrés sur les 

aubes de turbine fixes [Delcourt, 2016]
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Grappe multi-empreintes en cire fonderie cire 
perdue. [Soro, 2018]



Safran PFX (Projet de Fonderie eXpérimentale)

➢ Plateforme de recherche sur les aubes de turbine avancées des moteurs Safran Aircraft Engines et Helicopter Engines

Contexte industriel

Mines ParisTech - COPIL BIGMECA - 26/08/2021 4

Contrôle des pièces par tomographie aux rayons X 
illustrant un défaut géométrique (désaxage du noyau)

Assemblage

Rebut

Conception
Production

(Fonderie)

Contrôle 
dimensionnel Sanction des pièces

Conforme

Non-conforme

Tomographie 
aux rayons X

Observation:

Fixation imparfaite du noyau céramique interne

➔Mouvement lors de la coulée

➔ Désaxage + Rotation de l’alésage
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Contexte industriel

Superposition des maillages générés 
à partir de la tomographie aux 
rayons X (bleu) et de la CAO (rouge)

Maillage CAO Maillage Tomo

Automatisation de la sanction des pièces de fonderie en superalliage monocristallin

Bloc 2 - Projet DMS

Opération de mesh morphing pour adapter la 

géométrie de la CAO à la pièce réelle (filtrée)

Bloc 1

Contrôle de la pièce 

produite par tomographie

Bloc 3

Calcul de DDV sur 

CAO déformée
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(Gauche) Aube de turbine mobile [Degeilh, 2013] 
(Droite) Modes de chargement rencontrés sur les 

aubes de turbine fixes [Delcourt, 2016]



• Explications du cas d’application

• (thèse d’Axel Aublet) Eprouvettes tubulaires avec shaped hole (SH)

• « Mesh morphing » : Capter les variations géométriques globales loin du SH = utilisation d’une CAO sans SH

• « Zoom Structural » sur SH (Tomo) avec CL paramétrées par les variations géométriques (issues du morphing)

Algorithme de « mesh morphing »
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Mesh
Morphing

Calcul 
mécanique

Zoom 
Structural

SH réel
Maillage Tomo

CAO sans SH nominale CAO sans SH déformée



• Algorithme basé sur l’analyse spectrale de formes (Spectral Shape Analysis)

• Comparaison de géométries à l’aide de descripteurs de formes (shape fingerprints) locaux ou globaux

Algorithme de « mesh morphing »
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Calculés pour chaque modèle
= signatures de géométrie

Spectre de l’opérateur « graph 
Laplacian » (Laplacien du graphe)

Reconnaissance de formes par projection de 
modes (Eigenmaps) [Zhang et al., 2010]

Utilisation de modes pour segmenter
une géométrie [Reuter, 2013]

Reconstruction de géométrie par 
considération d’un nombre

croissant de modes [Levy, 2006]

Calculés en chaque point du modèle
= members decomposition



• Spectre de l’opérateur « graph Laplacian » (Laplacien du graphe)

• Approximation du spectre de l’opérateur de Laplace-Beltrami (variétés riemanniennes - surfaces continues)

• Représentation matricielle du maillage – Lien avec la théorie des graphes

Algorithme de « mesh morphing »
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Matrice d’adjacence

Matrice de degré

Matrice laplacienne

Problème aux 
valeurs propres

෨𝐿𝜙 = 𝜆𝜙

Vecteurs propres (modes)
= Laplacian Eigenmaps

𝝓𝒊 𝒊=𝟏→𝟒

Modes 1 et 2

Projection de modes sur le maillage (Eigenmaps) 
[Zhang et al., 2010] 

Modes 11 et 12

[Sawada, 2016]



Algorithme de « mesh morphing »
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Géométrie 
CAO sans SH

Construction de la base 
modale complète, 𝑉



Construction de la base modale complète, 𝑉

Algorithme de « mesh morphing »
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Calcul des 
modes

Maillage CAO 

volumique

Peau externe

Peau interne

Filtrage des 
modes ?

Construction de la base 
modale réduite, 𝑽

𝑽𝒎 =
𝝋𝟏
𝟏 … 𝝋𝟏

𝒎

⋮ ⋱ ⋮
𝝋𝒏
𝟏 … 𝝋𝒏

𝒎

• 𝑚, nombre de modes filtrés

• 𝑛, nombre de nœuds sur la surface

Etude des 

peaux



Algorithme de « mesh morphing »
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Erreur de 
reconstruction

Longueur 
caractéristique

Géométrie 
CAO sans SH

Construction de la base 
modale complète, 𝑉

Réduction de la base 
modale complète



• Réduction de la base modale (1/2) : 

• Longueur caractéristique des modes

• Erreur de reconstruction « moyenne »

• Erreur de reconstruction « statistique » (99% des nœuds)

Algorithme de « mesh morphing »
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Evolution de la longueur caractéristique des modes et de l’erreur 
de reconstruction par troncature de la base modale

Erreur moyenne augmente sous l’effet de 
l’approximation de reconstruction de 1% des nœuds



• Réduction de la base modale (2/2) :

Algorithme de « mesh morphing »
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Evolution de la longueur caractéristique des modes et de 
l’erreur de reconstruction par troncature de la base 
modale



Algorithme de « mesh morphing »
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Erreur de 
reconstruction

Longueur 
caractéristique

Géométrie 
CAO sans SH

Construction de la base 
modale complète, 𝑉

Réduction de la base 
modale complète

Base de projection 
réduite, 𝑽𝒎

dim𝑉 = 𝑛
dim𝑉𝑚 = 𝑚 ≤ 𝑛



Algorithme de « mesh morphing »
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Erreur de 
reconstruction

Longueur 
caractéristique

Partie 1 : Etapes spécifiques à la CAO

𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 nœuds CAO de 
projection

Géométrie 
CAO sans SH

Construction de la base 
modale complète, 𝑉

Réduction de la base 
modale complète

Base de projection 
réduite, 𝑽𝒎

dim𝑉 = 𝑛
dim𝑉𝑚 = 𝑚 ≤ 𝑛

DEIM

Modèle :
𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 = 𝜹 ×𝑚
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Erreur de 
reconstruction

Longueur 
caractéristique

Géométrie 
réelle

Partie 1 : Etapes spécifiques à la CAO

𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 nœuds CAO de 
projection

Appariement 
CAO / Tomo

Construction de la base 
modale complète, 𝑉

Réduction de la base 
modale complète

Base de projection 
réduite, 𝑽𝒎

dim𝑉 = 𝑛
dim𝑉𝑚 = 𝑚 ≤ 𝑛

DEIM

Modèle :
𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 = 𝜹 ×𝑚

Géométrie 
CAO sans SH
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Erreur de 
reconstruction

Longueur 
caractéristique

Géométrie 
réelle

Partie 1 : Etapes spécifiques à la CAO

𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 nœuds CAO de 
projection

Appariement 
CAO / Tomo

Calcul non-linéaire 
géométrique de 
morphing par EF

Géométrie 
CAO sans SH

Construction de la base 
modale complète, 𝑉

Réduction de la base 
modale complète

Base de projection 
réduite, 𝑽𝒎

dim𝑉 = 𝑛
dim𝑉𝑚 = 𝑚 ≤ 𝑛

DEIM

Modèle :
𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 = 𝜹 ×𝑚

Zébulon
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Erreur de 
reconstruction

Longueur 
caractéristique

Géométrie 
réelle

Partie 2 : Etapes spécifiques à la pièce considérée 

Partie 1 : Etapes spécifiques à la CAO

𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 nœuds CAO de 
projection

Appariement 
CAO / Tomo

CAO déformée 
sans SH

Calcul non-linéaire 
géométrique de 
morphing par EF

Géométrie 
CAO sans SH

Construction de la base 
modale complète, 𝑉

Réduction de la base 
modale complète

Base de projection 
réduite, 𝑽𝒎

dim𝑉 = 𝑛
dim𝑉𝑚 = 𝑚 ≤ 𝑛

DEIM

Modèle :
𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 = 𝜹 ×𝑚



• Etude du résidu géométrique : écart CAO déformé / Tomo projeté sur le maillage Tomo

• Amélioration de la qualité du « morphing » : augmentation du nombre de nœuds CAO de projection

Algorithme de « mesh morphing »
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Facteur 2
𝑡 = 341 𝑠 = 6 𝑚𝑖𝑛

Facteur 4
𝑡 = 747 𝑠 = 12 𝑚𝑖𝑛

Facteur 6
𝑡 = 1149 𝑠 = 20 𝑚𝑖𝑛



• Etude du temps de calcul:

• Etape de sélection de nœuds – algorithme DEIM

• Etape d’appariement des nœuds CAO / Tomo

Algorithme de « mesh morphing »
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Cartohraphie de températures sur 
(Gauche) une aube de turbine mobile et 

(Droite) un noyau céramique employé 
dans la fonderie des aubes [Ansys, 2021] 



• Rappel du cas d’application

• (thèse d’Axel Aublet) Eprouvettes tubulaires avec shaped hole (SH)

• « Mesh morphing » : Capter les variations géométriques globales loin du SH = utilisation d’une CAO sans SH

• « Zoom Structural » sur SH (Tomo) avec CL paramétrées par les variations géométriques (issues du morphing)

Etude d’influence des modes géométriques
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Mesh
Morphing

Calcul 
mécanique

Zoom 
Structural

SH réel
Maillage Tomo

CAO sans SH nominale CAO sans SH déformée

1 2



• Calcul élastique de traction uniaxiale, à déplacement imposé

• Sur le maillage CAO de référence : (𝜎33
𝐶𝐴𝑂)

• Sur les maillages CAO déformés : (𝜎33
𝐶𝐴𝑂 𝑑é𝑓

)

Moyenne de l’écart de contraintes axiales, Δ𝜎33 = 𝜎33
𝐶𝐴𝑂 𝑑é𝑓

− 𝜎33
𝐶𝐴𝑂:

Etude d’influence des modes géométriques
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Facteur, 𝛿

• 𝜟𝝈𝟑𝟑 ≠ 𝟎 : Variations géométriques captées par le 

morphing impactent l’état de contraintes des 

éprouvettes

• Δ𝜎33 tend vers Δ𝜎330 quand le nombre de nœuds 

CAO de projection augmente:

𝑛𝐷𝐸𝐼𝑀 = 𝜹 × 𝑚

Avantage : mêmes points de Gauss



• Calcul élastique de traction uniaxiale, à déplacement imposé

• Transfert vers la zone brute (boîte autour du Shaped Hole, sur le maillage Tomo) par Zoom Structural

• Même calcul élastique sur maillage Tomo complet :

Etude d’influence des modes géométriques
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Zoom Structural

SH réel
Maillage Tomo

Maillage CAO 
déformé

Calcul élastique sur maillage Tomo complet



• Calcul élastique de traction uniaxiale, à déplacement imposé

• Transfert vers la zone brute (boîte autour du Shaped Hole, sur le maillage Tomo) par Zoom Structural

• Même calcul élastique sur maillage Tomo complet :

• Comparaison avec les niveaux de contraintes obtenus dans la zone autour du SH

Etude d’influence des modes géométriques
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Δ𝜎33
𝑆𝐻 = 𝜎33

𝑍𝑜𝑜𝑚 − 𝜎33
𝑇𝑜𝑚𝑜,𝑆𝐻

Perspectives :

• Localisation des écarts – effets de bord

• Augmentation du nombre de nœuds CAO de projection

• Vérification des CL appliquées sur le maillage Tomo complet

Distribution des écarts de contrainte 
axiale pour tous les points de Gauss des 

éléments « proches » du Shaped Hole
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Prochaines étapes
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• Améliorer l’étape d’appariement : ajouter de l’intelligence pour réduire le temps de calcul

• Etude statistique sur les coordonnées réduites : 

• Etudier la dispersion des coordonnées réduites pour distinguer la contribution de chacun des modes

• Poursuivre l’étude du Zoom Structural, sur un calcul élastique
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